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1. 대수 

σ-대수


정의. X 위에서 정의된 대수 𝒜는 다음의 조건을 만족한다. 

1. ∅, X ∈ 𝒜 

2. 여집합에 대해서 닫혀 있음. 

3. 유한 합집합과 유한 교집합에 대해서 닫혀 있음. (cf. 드모르간 정리에 의해 하나만 충족하면 됨) 

정의. X 위에서 정의된 σ-대수 𝒜는 다음의 조건을 만족한다. 

1. ∅, X ∈ 𝒜 

2. 여집합에 대해서 닫혀 있음. 

3. 가산 합집합과 가산 교집합에 대해서 닫혀 있음. 

정의. 𝒜가 X 위에서의 σ-대수일 때 (X, 𝒜)는 가측 공간임. 

정리. {𝒜ᵢ}가 X 위에서의 σ-대수일 때, ⋂𝒜ᵢ는 σ-대수이다. 

따름정의. 𝒞가 X의 부분집합들의 모임일 때, σ(𝒞) := ⋂{𝒜 : 𝒜는 𝒞를 포함하는 σ-대수} 

    i.e. σ(𝒞)는 𝒞를 포함하는 “가장 작은” σ-대수 

보렐 대수


정의1. X가 위상 공간이고 𝒢가 X의 모든 열린집합들의 모임일 때, ℬ = σ(𝒢)는 X의 보렐 대수. 

정의2. 다음의 보렐 위계로부터 정의. 

i.   iff  A가 열린 집합 

ii.   iff   

A ∈ Σ0
1

A ∈ Π0
α Ac ∈ Σ0

α



iii.   iff   

iv.  

실수 토폴로지의 분해. ℝ의 열린집합은  꼴이다. 

증명. 

1. α(x) = inf { a : ∃b x ∈ (a, b) ⊂ U }, β(x) = sup { b : ∃a x ∈ (a, b) ⊂ U } 

1. U가 열린집합이므로 ∀x ∈ U, α(x) < β(x) 

2. [α(x) = α(y)] ↔ [β(x) = β(y)]. 즉, 𝒞 = { ( α(x), β(x) ) : x ∈ U }는 pairwise disjoint하다. 

3. 𝒞의 각 원소는 유리수를 포함하므로 ∃𝒟 s.t. 𝒟는 가산 & disjoint & ⋃𝒟 = ⋃𝒞 = U 

따름정리. 𝒞 = { (a, b) : a, b ∈ ℝ }에 대해 σ(𝒞) = ℬ이다. 

	 cf. (a, b)를 [a, b], (a, b], (a, ∞) 등으로 바꿔도 성립. 

단조류 정리


정의. ℳ ⊂ 𝒫(X)가 다음 두 조건을 만족할 때 ℳ은 단조류 

1. {Aₙ}n ∈ ℕ ⊂ M에 대해,   Aₙ ↑ A   ⇒   A ∈ ℳ 

2. {Aₙ}n ∈ ℕ ⊂ M에 대해.   Aₙ ↓ A   ⇒   A ∈ ℳ 

정리. {ℳᵢ}가 X 위에서의 단조류일 때, ⋂ℳᵢ는 단조류이다. 

따름정의. 𝒞가 X의 부분집합들의 모임일 때, ℳ(𝒞) := ⋂{ℳ : ℳ은 𝒞를 포함하는 단조류} 
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단조류 정리. 𝒜₀가 X 위에서의 대수일 때, σ(𝒜₀) = ℳ(𝒜₀) 

증명. Goal: σ(𝒜₀)가 단조류임은 자명하므로, ℳ(𝒜₀)가 σ-대수임을 보이면 충분. 

1. 여집합에 대해 닫혀 있음을 보이기 

1. 𝒮 = { A ∈ ℳ : Aᶜ ∈ ℳ }을 정의 

2. 𝒜₀ ⊂ 𝒮 ⊂ ℳ인데 𝒮가 동치류이므로 ℳ의 정의에 따라 𝒮 = ℳ. 

2. 가산 교집합에 대해 닫혀 있음을 보이기 

1. 유한 교집합에 대해 닫혀 있음을 보이기 

1. 𝒯 = { A ∈ ℳ : ∀B ∈ 𝒜₀ [ A ⋂ B ∈ ℳ ] }을 정의 

2. 𝒜₀ ⊂ 𝒯 ⊂ ℳ인데 𝒯가 동치류이므로 ℳ의 정의에 따라 𝒯 = ℳ. 

3. 𝒯′ = { A ∈ ℳ : ∀B ∈ ℳ [ A ⋂ B ∈ ℳ ] }을 정의 

4. 2에 의해 𝒜₀ ⊂ 𝒯′ ⊂ ℳ인데 𝒯′가 동치류이므로 ℳ의 정의에 따라 𝒯 = ℳ. 

2. 가산 교집합에 대해 닫혀 있음을 보이기 

1. 임의의 가산 교집합 A = ⋂Aₙ은 Bₙ = A₁ ⋃ … ⋃ Aₙ에 대해 Bₙ ↑ A로 표현할 수 있음. 



2. 측도 

측도


정의. 가측 공간 (X, 𝒜) 위에서의 측도 μ : 𝒜 → [0, ∞]는 다음의 조건을 만족한다. 

1. μ(∅) = 0 

2. Countably pairwise disjoint한 {Aₙ}에 대해 μ(⋃Aₙ) = Σ μ(Aₙ) 

정리. 

1. Aₙ ↑ A라면 μ(A) = lim μ(Aₙ) 

2. Aₙ ↓ A이고 μ(A₁) < ∞라면 μ(A) = lim μ(Aₙ) 

정의. 가측 공간 (X, 𝒜) 위의 측도 μ에 대해, 

1. μ(X) < ∞라면 μ는 유한 측도 

2. 어떤 {Eₙ} ⊂ 𝒜에 대해 ⋃Eₙ = X이고 각 n에 대해 μ(Eₙ) < ∞라면 μ는 σ-유한 측도 

cf. Fₙ = E₁ ⋃ … ⋃ Eₙ 치환에 따라 전제를 Fₙ ↑ X, μ(Fₙ) < ∞로 바꿔도 동치 

3. 𝒜가 모든 μ-영집합을 포함할 때 (X, 𝒜)는 완전 측도 공간 

비탈리 정리. 다음을 모두 만족하는 ℝ 위의 측도 μ는 존재하지 않는다. 

1. μ는 실수의 모든 부분집합에 대해 정의된다. 

2. μ는 항등적으로 0이 아니다. 

3. μ는 평행이동에 대해 보존적이다. 즉, μ(A) = μ(A + r)이다. 

증명 

1. x - y ∈ ℚ ⇔ x ~ y인 동치 관계에 대해 𝒞 = ℝ/~를 정의. 

2. 선택 공리에 의해 주어지는 𝒞의 선택 함수 f에 대해 V = Im 𝒞를 정의.  (V를 비탈리 집합이라고 함) 



1. q ∈ ℚ에 대해 V와 V + q는 서로소임. 

3. 이므로 좌에 의해 μ(V) > 0인 한편 우에 의해 μ(V) = 0 → 모순! 

카라테오도리 정리


정의. 집합 X에 대해, 다음을 만족하는 함수 μ*: 𝒫(X) → [0, ∞]은 외측도이다. 

1. μ*(∅) = 0 

2. A ⊂ B  ⇒  μ*(A) ≤ μ*(B) 

3. 가산 개의 집합 {Aₙ}에 대해 μ*(⋃Aₙ) ≤ Σ μ*(Aₙ) 

정의. 외측도 μ*에 대해 다음을 만족하는 집합 A ⊂ X는 μ*-가측집합이다. 

   for all   

Note. μ*-가측집합은 X의 부분집합들을 “재는” 데 쓰일 수 있는 기준 집합들이다. 

카라테오도리 구축 정리. X의 덮개 𝒞(∅ ∈ 𝒞)와 함수 ℓ: 𝒞 → [0, ∞](ℓ(∅) = 0)에 대해 다음의 μ*는 외측도이다. 

 

Note. μ*(E)는 E의 덮개의 측도의 극한이며, “외측도”라는 이름의 유래임. 

카라테오도리 측도화 정리. μ*가 X 위에서의 외측도일 때, 

1. μ*-영집합은 μ*-가측집합이다. 

2. μ*-가측집합들의 모임은 σ-대수이다. 

3. μ*의 정의역을 μ*-가측집합들의 모임으로 제한한 μ는 측도이다. 

카라테오도리 확장 정리. X 위의 대수 𝒜₀와 측도 ℓ: 𝒜₀ → [0, ∞]에 대해 다음의 외측도 μ*를 정의한다. 

 

[0,1] ⊂ ∪q∈[−1,1]∩ℚ (V + q) ⊂ [−1,2]

μ*(E ) = μ*(E ∩ A) + μ*(E ∩ Ac) E ⊂ X

μ*(E ) = inf {
∞

∑
n=1

l(An) : An ∈ 𝒞, E ⊂
∞

⋃
n=1

An}

μ*(E ) = inf {
∞

∑
n=1

l(An) : An ∈ 𝒜0, E ⊂
∞

⋃
n=1

An}



이 때, 다음이 성립한다. 

1. 𝒜₀와 μ*-영집합은 모두 μ*-가측이다. 

2. ℓ이 σ-유한이라면, μ*의 정의역을 σ(𝒜₀)으로 제한한 측도 μ는 ℓ의 정의역을 σ(𝒜₀)로 확장하는 유일한 
측도이다.  

르베그 측도


르베그 측도의 정의. 

1. 𝒞 = { (a, b] : a, b ∈ ℝ }, ℓ((a, b]) = b - a로 두고 카라테오도리 구축 정리를 적용하여 외측도 μ*를 얻음. 

2. 카라테오도리 측도화 정리에 의해 μ*를 μ*-가측집합들로 제한하면 측도 μ를 얻음. 

정리. 보렐 집합은 르베그 가측이다.  (ℬ ⊂ ℒ) 

증명. 𝒜₀를 { [a, b) }로, ℓ([a, b)) = b - a로 두고 카라테오도리 확장 정리를 적용. 

르베그 근사 정리. A가 유계인 르베그 가측 집합일 때, 

1. 임의의 ε > 0에 대해 m(G \ A) < ε인 열린집합 G가 존재한다. 

2. 임의의 ε > 0에 대해 m(A \ F) < ε인 닫힌집합 F가 존재한다. 

3. 어떤 Gδ 집합 G′가 존재하여 m(G′ \ A) = 0이다. 

4. 어떤 Fσ 집합 F′가 존재하여 m(A \ F′) = 0이다. 

증명. 실수 토폴로지의 분해의 따름정리. 

카라테오도리 정리의 증명


카라테오도리 구축 정리의 증명. 

1. inf의 정의에 의해 각 n에 대해 Σₘμ*(Aₙₘ) ≤ μ*(Eₙ) + ε/2ⁿ인 Eₙ의 덮개 {Aₙₘ}가 존재. 

2. 식을 모두 더하면 μ*(⋃Eₙ) ≤ Σμ*(Aₙₘ) ≤ Σμ*(Eₙ) + ε   ⇒   ε은 임의적이므로, μ*(⋃Eₙ) ≤ Σμ*(Eₙ). 

카라테오도리 측도화 정리의 증명. 

1. 𝒜가 μ*-가측집합들의 모임일 때, 집합론의 기초 법칙들로부터 𝒜가 대수임을 보일 수 있음. 



2. 𝒜가 σ-대수임을 보이기 위해서는 서로소인 {Aₙ}에 대해 B = ⋃Aₙ가 μ*-가측임을 보이면 충분. 

1. Bₙ = A₁ ⋃ … ⋃ Aₙ로 정의. (Bₙ ↑ B) 

i. 𝒜가 대수이므로 Bₙ은 μ*-가측. 

ii. Aₙ이 가측이므로 μ(E ⋂ Bₙ) = μ(E ⋂ Aₙ) + μ(E ⋂ Bn-1). 

iii. ii에 의해 μ*(E ⋂ Bₙ) = Σn ≥ k μ(E ⋂ Ak) 

2. μ*의 정의에 따라 다음이 성립하므로 B는 μ*-가측. 

 

3. 위의 부등식이 성립하므로 모든 부등호는 등호이며, 특히 . E 

= B를 대입하면 가 되어 측도의 조건을 만족. 

카라테오도리 확장 정리의 증명. 

1. μ*가 유한 측도일 때, ν가 또다른 ℓ의 확장이라면 A ∈ σ(𝒜₀)에 대해 μ*(A) = ν(A)이다. 

1. ν(E) ≤ μ*(E)은 A ∈ 𝒜₀일 때 ν(A) = ℓ(A)라는 사실과 μ*의 정의로부터 쉽게 따라나옴. 

2. μ*(E) ≤ ν(E) + ε은 μ*(E) + ε ≥ Σ ℓ(Aₙ)가 되도록 하는 적당한 {Aₙ}을 선택하면 됨. 

2. μ*가 σ-유한 측도일 때, ν가 또다른 ℓ의 확장이라면 A ∈ σ(𝒜₀)에 대해 μ*(A) = ν(A)이다. 

1. X = ⋃Kₙ, μ*(Kₙ) < ∞일 때 ℓₙ(A) := ℓ(A ⋂ Kₙ)은 유한 측도이므로, 1에 의해 ℓₙ의 확장은 유일. 

2. μ(A) = lim μ(A ⋂ Kₙ) = lim ℓₙ(A) = lim ν(A ⋂ Kₙ) = ν(A) 

μ*(E ) ≥
∞

∑ μ*(E ∩ Ak) + μ*(E ∩ Bc)

≥ μ*( ∪∞
k=1 (E ∩ Ak)) + μ*(E ∩ Bc)

= μ*(E ∩ B) + μ*(E ∩ Bc)
≥ μ*(E )

μ*(E ) =
∞

∑ μ*(E ∩ Ak) + μ*(E ∩ Bc)

μ*(B) = ∑ μ*(Ak)



3. 가측함수 

대수와 σ-대수


정의. 가측 공간 (X, 𝒜)와 (Y, ℬ)에 대해, f: X → Y가 가측이라는 것은 E ∈ 𝒯에 대하여 인 것이다. 

Note. Y가 ℝ일 때 별다른 명시가 없으면 Y의 σ-대수를 보렐 대수로 취함. 즉, 

따름정리. 라면 f: (X, 𝒜) → ℝ는 가측이다. 

따름정의. 

• 𝒜가 보렐 대수일 때 f가 가측이라면 f는 보렐 가측이다. 

• 𝒜가 르베그 대수일 때 f가 가측이라면 f는 르베그 가측이다. 

• ℬ ⊂ ℒ 이므로 보렐 가측이면 르베그 가측이다. 

정리. f, g, fₙ이 가측이라면 다음 함수들은 가측이다. 

• f + g, cf, fg 

• max(f, g), min(f, g) 

• sup fₙ, inf fₙ 

• limsup fₙ, liminf fₙ 

정리. 연속함수와 증가함수는 보렐 가측이다. 

루진 정리.  

f −1(E ) ∈ 𝒮

{x : f (x) > a} ∈ 𝒜



4. 르베그 적분 

대수와 σ-대수


정의. X 위에 



5. 곱측도 

대수와 σ-대수


정의. X 위에 



6. 측도의 분해 

분해정리


한 분해정리 

조르당 분해정리 

라돈-니코딤 정리 

정의. X 위에 
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